1 Atomo a due elettroni

1.1 Proprieta’ della funzione d’onda

Nell’ ipotesi di massa nucleare infinita, I’ Hamiltoniana di un atomo con due elettroni e’

2
H=H'+pg24+_%
0 + 0 + 47'('601"12
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In coordinate atomiche, m = 1, e?/4meg = 1, h = 1. L’ energia e’ misurata in unita’ di
e? /4megag e dunque e’ uguale a due volte I'energia dello stato fondamentale dell” atomo di
idrogeno.

In coordinate atomiche possiamo scrivere

1LI:1LI§+15{§+m

con 1 7
H=-—-vi-Z

ed occorre risolvere
H\I/(I‘l, 1‘2) = E\I/(I'l, 1‘2)

La Hamiltoniana e’ invariante per scambio di particelle. Quindi, anche la densita’ di
probabilita’ di trovare la particella 1 in ry e la 2 in ro deve rimanere identica per scambio
di particelle. Quindi

[W(ry,12)]* = [¥(rz,r1)[?

Ne consegue che ¥(ry,r3) = e®W¥(ry,ry) In piu’, se permuto due volte, devo tornare
alla stessa funzione d’onda, per cui e = 1. Formalmente questo si puo’ scrivere definendo
un operatore permutazione P2 la cui azione €’

P12¥(ry,r2) = ¥(rz,r1)
L’ applicazione successiva di Pia
73122\:[/(1‘1, 1‘2) = \I/(I‘l, I‘z)

Questa ultima relazione puo’ essere vista come una equazione con autovalore 1. Quindi
I’autovalore di P12 puo’ essere solo £1. Dunque,

\I/(I'l, I'2) = :t\If(I'z, I'1)



La invarianza della Hamiltoniana per scambio di particelle dunque pone un vincolo
notevole alle funzione d’onda, che puo’ essere solo simmetrica (4+1) o anti-simmetrica (-1)
per scambio di coordinate. Le funzioni d’onda simmetriche sono chiamate para mentre
quelle antisimmetriche per scambio di coordinate orto.

Se un operatore A e’ invariante per scambio di particelle, ne consegue che

< \I/orto‘A’\Ilpara >=0

Infatti, se scambiamo gli indici di integrazione 1 e 2 e utilizziamo la parita’ per scambio

/ dr1dra W%, (r1,19) A(r1, 1) Upara (11, 12) = / drod1 U, (r9, 1) A(ra, 1) Wpara (r2, 1) =

—/erdrl‘I’ZTto(rhPz)A(l‘l,rz)‘I’pam(rl,m)

La funzione d’onda completa e’ il prodotto di una parte spaziale (para o orto) ed una
parte di spin. Le parte di spin puo’ essere scritta o nella base |S1, ms1, S2, ms2 > o nella
base |5, S2,S,mg >. In quest’ultima rappresentazione, le funzioni d’onda di spin sono
scritte come (in breve |mgi, msa > 0 |S, mg >)

1
L1>=[1/2,1/2>  L=1>=]=1/2,-1/2> |10 >= —(11,1/2 > +[1,-1/2 >)
(§
1
V2

Lo stato di tripletto e’ formato da funzioni d’onda di spin simmetriche per scambio di
particelle, mentre il singoletto e’ formato da una funzione d’onda di spin anti-simmetrica
per scambio di particelle.

10,0 >= —(|1,1/2 > —|1,—-1/2 >)

1.1.1 Base 52,8,

Nella rappresentazione S1,52,ms,, ms, la base e’ costituita dalle seguenti quattro autofun-
zioni

x1(1,2) = a(Da2) 11
x2(1,2) = B(1)A(2)
x3(1,2) = a(1)B(2) M
xa(1,2) = B(Ma(2) 11
L’operatore S, in questa base e’ espresso come
So1(L.2) = ($1: + S)a(a(2) = & + & = ha(1)a(2)



So(1,2) = (Si= + 52)B1)BR) = —2 — & = hB)(2)
Soxs(1,2) = (s + So.)a(1)8(2) = g _ g ~0
Soxa(1,2) = (S1z + 822)5(a(2) = —5 + 5 =0

e quindi una rappresentazione matriciale diagonale.
L’operatore S? puo’ essere scritto come

S%2 =62 4824285,

la rappresentazione matriciale di S% + 522 e’ semplicemente data dalla matrice %fﬂf ,con I
matrice unita’. Infatti, su un generico stato xx(1,2)

e o ;

(51 +53)x1(1,2) = (87 + SH)a(a(2) = (=~ + = -)a(Da(2) = Sha(l)a(2)

il termine 257 - Sy puo’ essere scritto come

1
251 -5 = 2[§(Sl+527 + 51-S24) + 510520

dove I’ operatore S+ = S, + 45, agisce come

Si|s,ms >=hy/s(s +1) —mg(ms = 1)|s,ms £ 1 >

Poiche’ abbiamo s = 1/2, esistono solo due casi non nulli

S|1/2,1/2 >= hy/3/4 — 1/2(1/2 — 1)|1/2, ~1/2 >= h|1/2,~1/2 >

S411/2,-1/2 >=h/3/4+1/2(—=1/2 + 1)|1/2,1/2 >= K|1/2,1/2 >

Possiamo dunque scrivere, tenendo solo i termini non nulli

281 - Soxa(1,2) = 2S10Ss0a(1)a(2) = 2hja(1)a(2) _ 7;204(1)04(2)
25, - $hS.x0(1,2) = 2ASiS)AE) = 25150 = Lase)
251 - S2x3(1,2) = (S1-S24 + 2510520)(1)5(2) = h;ﬂ(l)a(?) — Qifa(l)ﬁ(Q)
2y - Sxa(1,2) = (S1 S +25108m)8(1a2) = a()5@) — 2 a(1)al2)



Sommando S? + S5 con 25 - S5 troviamo come rappresentazione matriciale di S? nella
base X1(172)7 X2(172)7 X3(1a 2) e X4(172)

2.0 0 0
> o 0200
STE 0 0011

0011

Possiamo diagonalizzare la matrice calcolando il determinante dell’ ultimo quadrato
det =(1-X)?%*-1
per cui
1-A=+1

le cui soluzioni sono A = 0 e A = 2. Nella rappresentazione S, S1, 52, mg la nuova base
(indicata schematicamente come |S, Mg >)

1,1 >=a(l)a(2) 11
1, -1>=5(1)5(2)

1,0 >= —=(a(1)3(2) + B(1)a(2))

(1 +11)

10,0 >= —=(a(1)3(2) — B(1)a(2)) (=1

S
-l

In questa nuova base

2.0 00 1 0 00
s o 0200 R0 -10 0
ST= 00 2 0 =510 0 0 0

0000 0 0 00

Le prime 3 autofunzioni sono simmetriche per scambio di particella e hanno autovalore
di S? = 2 (e dunque S = 1) e formano lo stato di triplette, mentre la quarta e’ antisim-
metrica, ha S = 0 e forma lo stato di singoletto.

1.2 1l principio di Pauli

Il principio di Pauli postula che le particelle quantistiche hanno una proprieta’ intrinseca
legata alla simmetria per scambio. Gli elettroni sono descritti da una funzione d’onda
che e’ globalmente antisimmetrica (fermioni). I bosoni sono invece descritti da funzioni
d’onda globalmente simmetriche. Globalmente indica per scambio simultaneo di posizione
e spin. Questo principio determina un accoppiamento tra variabili spaziali e variabili di
spin anche in assenza di un termine del genere nella Hamiltoniana. Infatti, le funzioni
spaziali para devono per forza moltiplicare una funzione di spin antisimmetrica (singoletto,
S = 0) mentre le funzioni orto devono moltiplicare il tripletto (S = 1)



2 Schema di livelli per atomo a due elettroni - particelle
indipendenti

Iniziamo con una approssimazione forte, in cui consideriamo e? /715 come una perturbazione
sull’ Hamiltoniana Hy = H} + HZ. Lo schema dei livelli energetici di Hy e’

Ey By
Enl,n2 = Enl + En2 = 3 + )
ny Ny

dove E; < 0 ¢’ Z? volte I energia del ground state dell’ atomo di idrogeno.
Le funzioni d’onda associate sono il prodotto delle funzioni d’onda della particella 1 e
2 e possono essere dunque scritte come

\I’(I'l, 1‘2) = \Ilnlsmlm“ (rl)\pnlsmlmsQ (1‘2)

Lo stato fondamentale e’ data da nqy = no = 1. L’ energia corrispondente €’

Il primo insieme di livelli eccitati e’ dato da nqy = 1,n9 = 2, ....00, il secondo gruppo
da ny = 2,ng = 2,....00 e cosi’ via. E’ importante notare che il primo gruppo di livelli
(che si conclude superiormente con 'elettrone 2 libero nel continuo) ha energia minore del
secondo gruppo in cui entrambi gli elettroni sono nel primo stato eccitato. La colonna di
sinistra mostra i livelli corrispondenti.
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In questo schema di elettroni non interagenti, le funzioni d’onda non sono automatica-
mente simmetriche (eccetto che per lo stato fondamentale). Occorre dunque simmetrizzarle.
Limitandoci al caso di atomo con due elettroni (cioe’ per energie minori della ionizzazione
del primo elettrone) la parte spaziale delle funzioni d’onda e’ scrivibile come

¢ls (r1)¢nlm (1‘2) ¢1s(r2)¢nlm (rl)

Da ciascuna di queste combinazioni possiamo scrivere una funzione simmetrica ed una
antisimmetrica (nello stato fondamentale la parte antisimmetrica si annulla)

1/1(1'1, r2) = \/g [¢1s (rl)¢nlm(r2) + ¢1s(r2)¢nlm(r1)]

La parte simmetrica (para) si associa al singoletto, mentra quella anti-simmetrica al tripletto
di spin.

Per individuare gli stati, possiamo far uso della classificazione 25T1L ;, dove il valore di
L si indica con una lettera S, P, D, F,G.



2.1 Previsioni qualitative dello schema di livelli

Vediamo alcune considerazioni che ci consentano di prevedere come lo schema di hamilto-
niana indipendente si modifichera’ introducendo le interazioni.

e Stati a diverso [ avranno energie diverse: La presenza del secondo elettrone fa si che il
potenziale di interazione con il nucleo sia schermato. Per » molto grande, il potenziale
e’ (Z —1)/r mentre per r piccolo e’ Z/r. Dunque la degenerazione accidentale in [
non sara’ piu’ presente. Ci possiamo aspettare che stati con [ piccolo, essendo piu’

vicini al nucleo abbiano una energia minore.

e Stati para e orto avranno energie differenti: Consideriamo il caso in cui i due elettroni
sono vicini ro & ri &~ r. La funzione d’onda simmetrica nello spazio ¢ diversa da
zero, mentre quella antisimmetrica nello spazio e circa nulla. Dunque gli elettroni
non possono essere vicini nella soluzione orto. Quindi ci aspettiamo una minore
repulsione e di conseguenza una energia minore.

Infine, per indicare gli stati useremo la seguente convenzione n**1L, dove S e’ il
momento angolare totale di spin (S=1 o 3), L il momento angolare orbitale totale ed n
’autovalore radiale dell’ elettrone non nello stato 1s. Possiamo anche scrivere 1s2n2+1L.
Per L si usano le lettere S, P, D, F.

Dunque qualitativamente ci aspettiamo un diagramma di livelli del tipo
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3 Il caso H™

Nel caso dell’ H™, il fatto che Z = 1 fa si’ che il termine repulsivo tra i due elettroni
sia confrontabile con I’ Hamiltoniana imperturbata e le previsioni qualitative fatte fin qui
hanno una valenza molto limitata. Infatti, lo spettro dell’ H~ ha tutti gli stati eccitati con
energia maggiore dello stato ionizzato.
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4 Lo stato fondamentale di un atomo con due elettroni

4.1 Perturbazione su elettroni non interagenti

La funzione d’ onda imperturbata e’ ¢15(r1)¢15(r2) con

z? —Zr
r)=4\/—e
¢15< ) T
La perturbazione e’ (scrivendo e? = 1)
1
wW=—-
[r1 — 12

Poiche’ il livello non e’ degenere la variazione all’ energia introdotta dalla perturbazione si
calcola come

Ew =< ¢15(r1)p15(r2)| |p15(r1)P15(r2) >=

[r1 — 1o

Z3\? [ 1
<7T> / / / 6—220“1“2)7'“ r2|r%r§dmdr2d91dﬂz
A -
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6.7 The polar coordinates of vectors r; and r;.

L’inverso della distanza relativa si puo’ scrivere come

\rl—rzl Z Z 2l+1 l+1Ylm(Ql)Ylm(Q2)

dove r< (rs) €’ il piu’ piccolo (grande) tra il modulo di r; e di ro
Per cui

73\ ? _ 4
Ey = () /0 2Z(7’1+T2)Z Z 2[ n 1 l+17“11”2d7‘1d7"2// Ql Ylm QQ)dQldQQ

™

L’Integrale sulla parte angolare si calcola inserendo 1 = 47 (£21)Y;(£22) per cui
[ [ i@ vin@a1a0100: = ax [V (@Yoo @10 [ Vi @)Yin(@2)0% = drdions

per cui

Z3 1
Ew = (4m)° < ) / e~ 22(rtr2) Z 4202 g iy
™ 0 r>

Ora occorre spezzare 'integrale in due parti, associando r~ a r1 0 a ro

o 1 1 1
Ew = 1626/ drlr%e_QZ”/ drye=22m2 2+16Z6/ dririe 2Z”/ droe= 222 —y2
0 1 0 2
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e definendo y; = 227 e yo = 22719,

7 o Y1 9 VA o] 5 00
Ey = 2/ dy1y1€_y1/ dyze” Y5 + 2/ dy1y1€_y1/ dyze™ "y
0 0 0 Y1

I due integrali sono risolti nella sezione successiva e sono uguali rispettivamente a 2 e
a —3/4. La somma dei due integrali fa dunque 5/4 e

57
Eyw = —
VT8
che va confrontata con il valore imperturbato £ = —2% =72

4.1.1 Calcolo esplicito dei due integrali

o0 Y1 e ¢] [e’e]
I=5L+L= / dyyyre” " / dyse ¥ y3 +/ dy1yie " / dyae™y2
0 0 0 Y

1

Gli integrali su y9 si calcolano integrando per parti
1 Y1 1
/ dyze™P2y5 = [—y3e 2] 42 / yadyae™¥? = —yie VI 42[[—y2e ] + / e V2 dys] =
0 0 0

—y%e*y1 —2y1e Yt — 2NN 42 =2—¢¥ [y% + 2y1 + 2]

o0 o0
/ dyse™Pys = [—yae 2|7 +/ e Pdys =yre N et =e Y (y; + 1)
Y1 1

Sostituendo

oo o
I= / dyiyre {2 — e Yy + 2y + 2]} + / dyiyie Ve Vi (y1 + 1) =

0 0

o

/ dylyle_y1{2 _ e_yly% —2e Yy, — 27V 4 yfe—yl + yle—yl} —
0
oo oo
2/ dyiyr1e” ' + / dyryre” 2 {—y; — 21 — 2+ yi + i} =
0 0

2/ dyryre ¥t — / dyre ™ {yd + 2} =211 — -2l -~ 1l=— - - _Z =-
0 ; s 2771

11



4.1.2 La tecnica variazionale

Supponiamo di avere una funzione d’onda di prova Wy, (non normalizzata). Il valor
medio dell’ energia €’
f \Ilz(’rialH\IJt”aldr
f‘llgrial\l,t"’ialdr
Possiamo espandere questa funzione nelle base completa v, (nella quale I’ Hamilltoni-
ana e’ diagonale)

E[\I/trial] = (1)

[e%9)
“Iltm'al = § ann
n=0

in modo che )
Zn |cn|“En

n n

Sottraendo I’energia dello stato fondamentale

Zn ‘Cn|2(En — Ep)
> onlenl?

E[\IJtm'al] - EO = >0

per cui

EVia] > Eo

Dunque, I’ energia media e’ sempre maggiore dell’ energia del ground state. Possiamo
allora cercare la funzione d’onda che meglio approssima il ground-state come la funzione
d’onda che genera la minima energia. Se Wi.;,; dipende da parametri liberi, possiamo
minimizzare E[Wy.;q] € determinare i parametri in modo che ’energia sia minima. Questo
metodo si chiama metodo variazionale di Rayleigh-Ritz.

C’¢’ un altro aspetto interessante associato alla tecnica variazionale che utilizzeremo
piu’ in la’ e che riguarda il seguente teorema: le funzioni per cui E[¢] €’ stazionario sono
le autofunzioni dell’ Hamiltoniana. In altre parole, se ¢ €’ una funzione d’onda che per
qualsiasi arbitraria variazione d¢ e’ tale che

0E=0

allora, ¢ = ¢, e E[¢p] = E,.
Dimostriamo questo teorema. Differenziando funzionalmente entrambi i lati dell’ Eq. 1

abbiamo
5 [E[¢] / qﬁ*cbdr] =6 { / ¢*H¢dr]

12



0E [¢] /¢*¢dr+ E[¢]d [/ qﬁ*gbdr} =4 [/ gb*H(;Sdr}
La condizione 6 E = 0, poiche’ [ ¢*¢dr # 0 per costruzione impone

E[¢] / §5¢* pdr + E[¢] / ¢*Spdr = / 5¢* Hodr + / o* Hogdr

che possiamo riscrivere come

/ 56° (H — E[¢])ddr + / &% (H — E[¢])6dr = 0

che deve valere per un qualsiasi arbitrario §¢. Se scriviamo la stessa equazione per id¢,
troviamo

—z' / 56" (H — E[§))ddr + i / &* (H — E[¢])6dr = 0

che mostra, sommando e sottraendo le ultime due espressione, che devono annullarsi
entrambi gli integrali

[ o0~ Elgodr =0

[t - Blosodr = o

Entrambi questi integrali (per la hermitianita’ di H) sono equivanti alla equazione di
Schroedinger

(H — E[¢])¢ =0

Potevamo arrivare allo stesso risultato anche cercando il minimo di E[¢] condizionato
al fatto (cioe’ con un moltiplicatore di Lagrange che indichiamo con la lettera E) che ¢ sia
normalizzata, cioe’ scrivendo

0 [/gb*qudr—E/gb*gbdr} =0

5 V o (H — E)gbdr] 0 - /6¢>*(H _ E[¢])odr + /¢*(H _ E[¢])0¢dr = 0

o equivalentemente

che coincide con la espressione precendentemente trovata. E dunque, che gioca il ruolo
di moltiplicatore di Lagrange, ha il significato di autovalore dell’ energia.

13



4.2 Un approccio varazionale agli atomi a due elettroni

Una alternativa possibile alla ricerca dello stato fondamentale e’ offerto dal metodo varazionale.
Si postula una forma funzionale per la funzione d’onda e si determinano i parametri per cui

il valore medio dell’ energia ¢’ minimo. Nel caso specifico possiamo ad esempio postulare
che lo stato fondamentale sara’ dato dalla funzione d’onda normalizzata

3 3 3
¢trial = @6_Zeff(rl+m) = ﬁe_zeffrl @e_zeff"~2
s T T

La scelta di scegliere uno Z, s nasce dalla considerazione che il potenziale radiale non
e’ piu’ Z/r. Infatti, se I’ elettrone e’ vicino al nucleo sentire effettivamente un potenziale
—Z/r, ma se € lontano dal nucleo sentira’ un potenziale schermato dalla presenza dell’
altro elettrone e dunque un potenziale —(Z — 1)/r. Dunque, in prima approssimazione
possiamo ipotizzare che gli elettroni sentano uno Z s che ci aspettiamo sia tra Z e Z — 1.
Il valore medio dell’ energia nella funzione di prova sara’ dato da

1

r1 — 1o

E[Zeff] =< ¢trial|H|¢trial >=< wtrial|H&’¢trml >+ < wtrial|Hg|¢trial >+ < wtrial|

L’ultimo integrale coincide con il calcolo perturbativo precedentemente fatto, sostituendo
Z con Zesy. 1 primi due sono identici e possono essere calcolati una sola volta. Abbiamo
dunque

ngf 2 —Z 1 -2 5Zcry
ElZess] = 2—= / dridQrfe 7 Hye 7o 4 2L
s

dove Hy = —%2 — % Notate che Hp ha ancora Z e non Z.gy !

Il risultato finale €’

z 57 5
K.E. PFE. 1/r12
e minimizzando
) 5
QZeff_2Z+§:0 Zeff:Z—E

a cui corrisponde una energia di ground-state pari a

5’ 5 5\’
Eminimazzgff—2Z3ff:—<Z—16) :—Z2+§Z_ (16)

Poiche’ —Z2 ¢’ I’energia imperturbata e gZ il valore medio della perturbazione, trovi-
amo con il metodo variazionale una energia piu’ bassa della energia calcolata con la teoria
delle perturbazioni.

14



4.2.1 Calcolo esplicito dell’ energia

z? v oz
I = 2::]0/d7“17“%d916_zeffr1 <_2 - 7"1) e_Zeffrl = ILcinetico + Ipotenziale
dove
73 V2
Linetico = 2 eff /dTlT%dﬂle_Zeffn (—2> e Zesim
T
© 3
Z A
Lpotenziate = 2 </ /dh?"%de_Zeff” (—)
s 1
In coordinate sferiche o )
1 L
VieZp— ——
r Or? h2r2
ma per stati 1s il secondo termine e’ nullo.
1 92 10 oY 1.0 oY 0% 200 0%
V2 = - — = —— —_— = —|— B _— = —— _
¥ r@rQrw rar[w—Hﬂ@r} r[8r+8r+rﬁr2] r6r+8r2
_ . _ - _ . 2 aefZeffrl 8267Z€ff7‘1
/drlr%e Zeffring2emZesim :/drlrle Zeffri [?”1 o + 87“% —
2
_ eff/drlrfe—Zeffmrle—Zeffm +Z3ff/drlr%e—2Zeffr1 _
1 / _ 1 9 _ 1 1 1
— ydye ¥ + /dyyey:— 1+ 21 = —
2Zeff SZeff QZeff 8Zeff 4Zeff
¢ 3
Z -1 -1
ff
Leinetico = 2 :_‘_ (47T 7@ = ngf

Ora esaminiamo il termine potenziale

Z3
Z) e~ et = —2Z6ff47r/alrlrle_QZEffr1 =
(& m

73
Ipotenziale = Qﬂ /d’f’ﬂ"%dQle_Zeffrl <_
s

—2ZZ€ff/dyy6_y = —2ZZ.fy
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4.3 Confronto con calcoli accurati

La terza colonna contiene calcoli accurati (senza effetti relativistici e con massa infinita
del nucleo) che consentono di valutare la qualita’ della approssimazione perturbativa e di

quella variazionale

Table 6.3 Values of the ground state energy E, of the Hamiltonian [ 6.2], for various two-electron
atoms and ions (in atomic units)

Ground state energy

Unperturbed First order Simple variational
. . - 5
g - (22
0 0 o T
(equation 6.37]) (equation [6.66]) {equation [6.79]) ‘Exact’
H -1 -0.375 -0.473 —0.528
He - 4 —2.750 —2.848 ~2.904
Li~ -9 -7.125 -7.222 -7.280
Be?” -16 -13.50 -13.60 -13.66
B3 -25 -21.88 -21.97 —22.03
c* -36 -32.25 —32.35 -32.41

5 Stati eccitati

5.1 Teoria delle perturbazioni su elettroni indipendenti

Abbiamo visto che le funzioni d’onda degli stati eccitati sono scrivibili come (con n > 1)

1/1(1'1, r2) = \/g [¢1s (rl)¢nlm(r2) + ¢1s(r2)¢nlm(r1)]

Gli stati eccitati sono degeneri in [. Occorrerebbe dunque applicare la teoria delle per-
turbazioni per livelli degeneri. Fortunatamente la perturbazione W = Flrﬂ e’ diagonale
nel sottospazio a n fissato. Infatti abbiamo visto che

l//
re)
Y// " Q YN " Q
!rl—r2| l;) Zl 21//+1 )l”+1 U"m ( 1) lm( 2)

e dunque la parte angolare dell’ integrazione tra due stati Im e I'm’ coinvolge integrali
del tipo (Coulomb)

/dQlszif()B(Q) m (§22) Y0 (1) Yirrr (22) Yoo (1) Yy (€22) =

[ 920005090 Yool 1) [ A (00) i (02 i () =
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60,[// 507m// / dQQ}/Vl;k,n/ (QQ)Y}//mI/ (QQ)Yl/ml (92) p— 50,[// 60,m/l 5l7l/ 6m7m/

per cui
~ 5l,l’5m,m’

oppure integrali del tipo (scambio)

[ 924050 (00 OV (1) Vi (22) Vi (91 Yo 2) =

[ 0G0V () [ A (00) i (02)Yo(R2) = B3B3
per cui ancora
~ 5l,l’5m,m/
Dunque, possiamo applicare la teoria delle perturbazioni, livello per livello. Inoltre,
potremo sostituire all’ operatore ﬁ rispettivamente

e Coulomb: 9y ¢y o

1

1, 1
It —ra] 4WEY00(91)Y00(92) =—

>

e Scambio: (5l,l//(5m7m//

1 o A7 (7'<)l
‘I‘l — I‘2’ - 20+ 1 <T>)l+1

Y (©21) Y3 (Q2)

Il termine da calcolare e’ dunque

1 dr 9 9
W = QM/drlTldQ]_/dTQTdeZ

{[<f>1s(r1)¢nlm(r2) + P15(r2) Ppim (r1)]" [615(11) Prim (r2) £ ¢1s(r2)¢nlm(1‘1)]}

r] — rof

Ci sono dunque quattro contributi alla energia, due interpretabili come interazione tra
le densita’ di carica elettrica, mentre due di tipo nuovo.

1 1
Wy = Q/drlr%dm /errngQ {y¢15(r1)|2\¢nlm(r2)\2} +

r1 — rof

1 1
/dnr%dQl/dry‘%dQQ {\¢1S(r2)\2]¢nlm(r1)]2}i
2 |r; — rof
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3 [ arrtann [ arardaon {onm)bumlra) L onra)oun (e | =

3 [ arirtan [[drarditn {onmbume) L o)) |

Gli integrali sono a due a due uguali e vengono indicati con i simboli Jy;;, (Coulomb)

e Ky, (Scambio), cosi che
W:I: = JnlmiKnlm

con

nlm /d?“l’l“ldﬁl/dTQTQdQQ {|¢1S(I‘1)| |¢nlm I'2 7"} / d’l"lT‘lRlo (& / d’l“g’r2 nl 1"2)—

l
Knim = ;L/drlr%dgl/dTQT%dQQ {¢13(r1)¢”lm(r2)(r(i§l)+l l*m(Ql))/lm(Q2>¢ls(r2)¢nlm(rl)} =
(7“<)l

41 1 co oo 9 o
21+1\/E\/E/ / d7"1d7“27“27“1Rlo(ﬁ)an(rz)Rm(rz)an(m)W =
(re)’

2l+1/ / drldr2T2T1RlO(Tl)Rnl(TZ)Rlo(T2)Rnl(T1)(r =

I risultati trovati mostrano che Jy,;, e K., non dipendono da m. Li indicheremo
Entrambe le quantita’ sono positivie. I nuovi livelli energetici sono

quindi con J,; e K.
dunque

2

A 1
E_—7(1+ —5) + I £ Ky

La figura seguente mostra graficamente le variazione dell’ energia del livello nel caso di

n=2

—_— e s

/ 7.
/ ) 1§
o e K.,
fy - .
{ —_—2'
/! // I
I
- ¥y %
H‘ﬁi

6.8 The splitting of the unperturbed helium level for n = 2 by the Coulomb integrals ¥ and the
exchange integrals K.
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5.2 Interazione di scambio

E’ interessante notare che i livelli di piu’ alta energia sono i livelli con autofunzioni orto
(cioe’ + K1), che sono singoletti di spin (S = 0). Quelle piu’ basse ( —K,,;) sono antisim-
metriche (para) con tripletti di spin (S = 1).

Osserviamo che (in unita’ atomiche dove i = 1) 'operatore

1 3 1
281 So+-=82-92"+-=62_1
1 2+2 4+2

dove abbiamo fatto uso di
3

251 Sh = *~ S} S5 =2~ -

>~ w

Quindi nello stato di singoletto S = 0 (para)

4571 - Sy +1 _
=
mentre nello stato di tripletto S = 1 (orto), S? ~ S(S+1) =2

-1

451 -5 +1
2
Poiche’ la soluzione +K,,; si riferisce allo stato para S = 0 mentre la soluzione — K,
si riferisce allo stato orto S = 1 possiamo scrivere I’energia degli stati eccitati per atomi a
due elettroni come

=+1

72 1 481 -8y +1
— S0t )+ T - %Km

che mostra che sebbene non ci fossero interazioni di spin, di fatto il principio di Pauli
le crea. L’ interazione di spin S7 - Sy €’ dello stesso ordine di grandezza della interazione
elettrostatica ed e’ capace di generare allineamento degli spin in alcuni solidi (ferromag-
netici)

Enl =

5.3 Transizioni Auger

Gli stati in cui entrambi gli elettroni sono in stati eccitati sono immersi nel continuo degli
stati ionizzati. Questo fa si che gli elettroni in stati doppiamente eccitati possano passare
con facilita’ verso stati ionizzati, senza alcuna emissione di radiazione. La probabilita’ di
generare uno stato ionizzato ha un picco alla frequenza associata alla transizione verso
stati doppiamente eccitati, che diventano uno stato intermedio per la ionizzazione. Tali
transizioni prendono il nome di transizioni Auger. Gli stati doppiamente eccitati prendono
il nome di stati autoionizzanti.
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